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K O

K O

large kf
Kao

2

no

Ke

Space Curve (in 3D)Plane Curves

Tool: Calculus

Surfaces (in 3D)

Objects to study

Study arclength, area, curvature…


























































































c

®+ ¯+ ° = 2¼ Sum = 2¼

Z

C
· ds = 2¼

Totally turns 2¼

Z Z

S
KdA = 4¼

Similar phenomenon for surfaces

= 4¼
Sum of "angle defects"


among all vertices

Z Z

S
KdA = ¡4¼

Continuous version Gauss-Bonnet Theorem

























































































m rows

n columns

eg

2 3 3 1
a11 = 1
a21 = ¡1

a13 = 0
a23 = 4

A =

µ
1 2 0
¡1 3 4

¶
=

·
1 2 0
¡1 3 4

¸
B =

0

@
1
2
3

1

A

a12 = 2
a22 = 3
























































































eg
·
1 2 3
4 5 6

¸
+

·
1 1 1
2 2 2

¸
=

·
2 3 4
6 7 8

¸
























































































eg
(¡2)

2

4
1 2
3 4
5 6

3

5 =

2

4
¡2 ¡4
¡6 ¡8
¡10 ¡12

3

5



























































































eg A B AB

2 4 3 2 3

equal

es
191

2
4 2

2 3 3 1
not equal
BA is notdefined

·
4 ¡2 3
1 ¡1 1

¸

·
1 2 3
0 1 ¡1

¸ "1
1
2

#
=

[AB]11 = a11b11 + a12b21

[AB]23 = a21b13 + a22b23

·
2 1
1 0

¸ ·
1 ¡1 1
2 0 1

¸
=

·
1 ¡1 1
2 0 1

¸ ·
2 1
1 0

¸
BA =





























































































a diagonal

egeg

eg

In

0 =

µ
0 0 0 0
0 0 0 0

¶

D =

0

B@

2 0 0 0
0 ¡1 0 0
0 0 7 0
0 0 0 0

1

CA

µ
1 0 1
¡1 1 1

¶Ã0 0
0 0
0 0

!
=

µ
0 0
0 0

¶

µ
1 0
0 1

¶µ
1 0 1
¡1 1 1

¶
=

µ
1 0 1
¡1 1 1

¶Ã1 0 0
0 1 0
0 0 1

!
=

µ
1 0 1
¡1 1 1

¶

µ
1 0 1
¡1 1 1

¶

I3 =

Ã
1 0 0
0 1 0
0 0 1

!

For a m£ n matrix A;

ImA = AIn = A
























































































2 4 A C

but B C

3 A B Compare Why

Answer Inverseexists

2 1 24 4but AFO BIO

·
2 1
1 0

¸ ·
1 ¡1
2 0

¸
=

·
1 ¡1
2 0

¸ ·
2 1
1 0

¸
=

·
4 ¡2
1 ¡1

¸

·
1 1
4 2

¸

·
1 0
0 0

¸ ·
0 0
0 1

¸
=

·
1 0
0 0

¸ ·
0 0
2 1

¸
=

·
0 0
0 0

¸
= AB

·
0 0
0 0

¸
2x = 2y ) x = y



























































































1 If

it

eg

·
2 1
1 0

¸ ·
1 ¡1 1
2 0 1

¸2

4
2
3
¡1

3

5

·
2 1
1 0

¸ ·
1 ¡1 1
2 0 1

¸2

4
2
3
¡1

3

5 =
·
2 1
1 0

¸ ·
¡2
3

¸
=

·
¡1
¡2

¸

=

·
4 ¡2 3
1 ¡1 1

¸2

4
2
3
¡1

3

5 =
·
¡1
¡2

¸

(Associative)

(A (BC))D = (AB) (CD)

(Distributive)

Remark  Associativity also holds for multiplying more than 3 matrices.


























































































eg

4 A B AB is mxp B AT B'AT is pxm
man nxp pen nxm

A =

·
1 2 3
4 5 6

¸
AT =

2

4
1 4
2 5
3 6

3

5

























































































eg Symmetric

Antisymmetric

Symmetric Anti symmetric

AT =

·
2 3
3 4

¸
A = AT

BT =

·
0 ¡2
2 0

¸
BT = ¡B

C =

2

4
1 3 ¡1
3 2 ¡2
¡1 ¡2 4

3

5

A =

·
2 3
3 4

¸

B =

·
0 2
¡2 0

¸

E =

2

4
0 3 ¡1
¡3 0 ¡2
1 2 0

3

5

Rmk. Diagonal entries of an anti-symmetric matrix are zero















































































eg

For a 2£ 2 matrix A =
·
a b
c d

¸

If ad¡ bc = 0; then A does not have an inverse:

If ad¡ bc 6= 0; then A¡1 exists:

A¡1 =

·
a b
c d

¸¡1
=

1

ad¡ bc

·
d ¡b
¡c a

¸

·
1 2
3 4

¸¡1
=

1

(1)(4)¡ (2)(3)

·
4 ¡2
¡3 1

¸
=

2

4
¡2 1
3

2
¡1
2

3

5
·
1 2
3 4

¸2

4
¡2 1
3

2
¡1
2

3

5 =
·
1 0
0 1

¸
























































































4 AB B A A BB A AIA AA I

5 AT A A A
T IT I

























































































i

entries on the first
row of A



























































































eg An an Az an

eg

n = 3

n = 2 detA = a11 det (A11)¡ a12 det (A12)
= a11 det (a22)¡ a12 det (a21)
= a11a22¡ a12a21

¯̄
¯̄1 2
3 4

¯̄
¯̄ = (1) (4)¡ (2) (3) = ¡2

µ
a11 a12
a21 a22

¶ µ
a11 a12
a21 a22

¶

= a11

¯̄
¯̄a22 a23
a32 a33

¯̄
¯̄¡ a12

¯̄
¯̄a21 a23
a31 a33

¯̄
¯̄+ a13

¯̄
¯̄a21 a22
a31 a32

¯̄
¯̄

A =

µ
a11 a12
a21 a22

¶

¯̄
¯̄
¯
1 2 3
4 5 6
7 8 9

¯̄
¯̄
¯
= (1)

¯̄
¯̄5 6
8 9

¯̄
¯̄¡ (2)

¯̄
¯̄4 6
7 9

¯̄
¯̄+ (3)

¯̄
¯̄4 5
7 8

¯̄
¯̄

= (1) (45¡ 48)¡ (2) (36¡ 42) + (3) (32¡ 35)
= 0

¯̄
¯̄
¯

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯
= a11 det (A11)¡ a12 det (A12) + a13 det (A13)


























































































eg

111

¯̄
¯̄
¯

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯

= a11 (a22a33¡ a23a32)¡ a12 (a21a33¡ a23a31) + a13 (a21a32¡ a22a31)

= a11

¯̄
¯̄a22 a23
a32 a33

¯̄
¯̄¡ a12

¯̄
¯̄a21 a23
a31 a33

¯̄
¯̄+ a13

¯̄
¯̄a21 a22
a31 a32

¯̄
¯̄

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

= (1) (5) (9) + (2) (6) (7) + (3) (4) (8)

¯̄
¯̄
¯̄
1 2 3
4 5 6
7 8 9

¯̄
¯̄
¯̄

¯̄
¯̄
¯

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

¯̄
¯̄
¯ ¡a11a23a32¡ a12a21a33¡ a13a22a31

¡ (3) (5) (7)¡ (2) (4) (9)¡ (1) (8) (6) = 0



























































































es
wrong

I

n > 3

= 0 + (1) (2) (3) (4) + 0 + 0¡ 0¡ 0¡ 0¡ 0 = 24

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
4 0 0 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯

¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
4 0 0 0

¯̄
¯̄
¯̄
¯
= (0)

¯̄
¯̄
¯
0 2 0
0 0 3
0 0 0

¯̄
¯̄
¯
¡ (1)

¯̄
¯̄
¯
0 2 0
0 0 3
4 0 0

¯̄
¯̄
¯
+ (0)

¯̄
¯̄
¯
0 0 0
0 0 3
4 0 0

¯̄
¯̄
¯
¡ (0)

¯̄
¯̄
¯
0 0 2
0 0 0
4 0 0

¯̄
¯̄
¯

= 0¡ (1) (2) (3) (4) + 0¡ 0
= ¡24

From definition:
























































































eg
+a11a22a33a34¡ a12a23a34a41

¯̄
¯̄
¯̄
¯

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

¯̄
¯̄
¯̄
¯
=
+a13a24a31a42¡ a14a21a32a43
¡a12a21a33a44 + : : : :

totally 24 terms
























































































eg ¯̄
¯̄
¯̄
10 2 3
10 2 1
20 3 0

¯̄
¯̄
¯̄= 10

¯̄
¯̄
¯̄
1 2 3
1 2 1
2 3 0

¯̄
¯̄
¯̄ = 10

¯̄
¯̄
¯̄
0 0 2
1 2 1
2 3 0

¯̄
¯̄
¯̄

= 10 [(2) (1) (3)¡ (2) (2) (2)]
= ¡20
























































































4 3a3b

se sa
3 39 1 135




























































































b d
a c

b d a c

a c bid

Rmk Similar interpretation for considering row vectors a b and red

¯̄
¯̄a b
c d

¯̄
¯̄ = §Area of the parallelogram

sign determined by orientation

Geometric interpretation of determinant




























































































i

eg

De¯ne the adjugate matrix of A; adj(A); by

A¡1 =
1

ad¡ bc

·
d ¡b
¡c a

¸

A11 = d

A21 = ¡b
A12 = ¡c
A22 = a

A =

·
a b
c d

¸

adj (A) =

·
d ¡c
¡b a

¸T
=

·
d ¡b
¡c a

¸




























































eg
i

A =

2

4
1 2 1
0 1 1
2 0 1

3

5

detA = (1)

¯̄
¯̄1 1
0 1

¯̄
¯̄¡ (2)

¯̄
¯̄0 1
2 1

¯̄
¯̄+ (1)

¯̄
¯̄0 1
2 0

¯̄
¯̄ = 1 + 4¡ 2 = 3

A¡1 =
1

detA
adj (A) =

1

3

2

4
1 ¡2 1
2 ¡1 ¡1
¡2 4 1

3

5

adj (A) =

2

666666664

¯̄
¯̄1 1
0 1

¯̄
¯̄ ¡

¯̄
¯̄0 1
2 1

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄0 1
2 0

¯̄
¯̄

¡
¯̄
¯̄2 1
0 1

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄1 1
2 1

¯̄
¯̄ ¡

¯̄
¯̄1 2
2 0

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄2 1
1 1

¯̄
¯̄ ¡

¯̄
¯̄1 1
0 1

¯̄
¯̄

¯̄
¯̄1 2
0 1

¯̄
¯̄

3

777777775

T

=

2

4
1 2 ¡2
¡2 ¡1 4
1 ¡1 1

3

5
T

=

2

4
1 ¡2 1
2 ¡1 ¡1
¡2 4 1

3

5


























































































1 5 9 15 1 4tr

2

4
1 2 3
4 5 6
7 8 9

3

5 tr

·
1 2
3 4

¸





























































































Cf 12 1 in 1R RX R V 112,3 in 1R

v
v J.J 1,7I d

x

PSE V 2i j it 2jt3k

Notations v;!v ; v; v

A n-dimensional vector v is an element of Rn:
























































































eg 5 11,1 w̅ 1 1,2 A
1
w

v w new
w

V W
V

w̅ w̅ 0,3 1

W
25 2,2

1 V W
w̅ 1 2 V W

W

F w̅ 12 1 V WJ V


























































































eg 11,2 3 14 5,6 1 4 2 5 3 16 32

Rmk U V is anothercommonnotation for scalar product




























































































norm length

Ii to

Pt llv ulf llvlls.no 111411 1141cost

T vllsinotllult 2llullllullcoso.tlulios0w̅ I I
1141 2114111410s

l
illillsino

Iv all v u.ru10 I
v.v air v a suit

TETETIU semi 2

Proposition hu; vi = kuk kvk cos µ; where µ is the angle between u; v in R2 or R3:




























































































Hulllull air lull lull 1 said
4111141

Generalize angle to
dimension 4

orthogonal

perpendicular
























































































UTV
v

us

Pf = hu+ v; u+ vi
= hu; ui+ 2hu; vi+ hv; vi
· kuk2 + 2 jhu; vij+ kvk2

· kuk2 + 2 kuk kvk+ kvk2

= (kuk+ kvk)2

ku+ vk2


























































































eg

i
k
574

i

u = (2; 3; 5) v = (1; 2; 3)

u£ v =

¯̄
¯̄
¯̄
i j k

2 3 5
1 2 3

¯̄
¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄3 5
2 3

¯̄
¯̄ i¡

¯̄
¯̄2 5
1 3

¯̄
¯̄ j +

¯̄
¯̄2 3
1 2

¯̄
¯̄ k

= (¡1) i¡ (1) j + (1)k
= (¡1; 0; 0)¡ (0; 1; 0) + (0; 0; 1)
= (¡1;¡1; 1)


























































































v £ u =

¯̄
¯̄
¯̄
i j k
v1 v2 v3
u1 u2 u3

¯̄
¯̄
¯̄

¯̄
¯̄
¯

u1 u2 u3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

¯̄
¯̄
¯
























































































a T

a

b nUXV

v u

a v

Vuxv

Area = ku£ vk

























































































W

a

v £ w =

¯̄
¯̄
¯̄
i j k
v1 v2 v3
w1 w2 w3

¯̄
¯̄
¯̄

L:H:S:= hu; v £ wi

=

¿
(u1; u2; u3) ;

µ¯̄
¯̄v2 v3
w2 w3

¯̄
¯̄ ;¡

¯̄
¯̄v1 v3
w1 w3

¯̄
¯̄ ;
¯̄
¯̄v1 v2
w1 w2

¯̄
¯̄
¶À

= u1

¯̄
¯̄v2 v3
w2 w3

¯̄
¯̄¡ u2

¯̄
¯̄v1 v3
w1 w3

¯̄
¯̄+ u3

¯̄
¯̄v1 v2
w1 w2

¯̄
¯̄ = R:H:S:

hu; v £ wi = § volume of

Rmk






































































































































































II y x

n

V41

V11

WCT 1 0,2T

day
eg Vlt It t v11 11,1 To

It 1,24 V11 1,2 w 07 11,0 0

Real-valued

function

Vector-valued

function

f (t) = 2t+ 1

u (t) =
¡
t; t2

¢

Vector-valued Functions
output

R2

R

R3w (t) = (cos t; sin t; t)

0 · t · 2¼

v
0 (t) =

If

then v
0 (t) = (x0 (t) ; y0 (t))

v (t) = (x (t) ; y (t))

Derivative



eg
d

dt

¡¡
1; t; t2

¢
£ (t; 2t; 3t)

¢

=

µ
d

dt

¡
1; t; t2

¢¶
£ (t; 2t; 3t) +

¡
1; t; t2

¢
£
µ
d

dt
(t; 2t; 3t)

¶

= (0; 1; 2t)£ (t; 2t; 3t) +
¡
1; t; t2

¢
£ (1; 2; 3)



ult Vlt C constant
It

Yu't vet ult v41 0 vets 8

Hutill Vlt Vit is constant

By V'LANCE Vlt Vlt

Guilt Vit 0


