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From worst to best
Linear spline
Dodgson's quadratic kernel
Keys' cubic kernel
Schaum's cubic kernel [8]
Cubic spline
Optimal cubic kernel [7]

× Ø Ù Ú + Ú × Þ ô ã Ø å ã â æ æ ã Þ � Ø ä â é Ø Þ è à å ã è å Ý ç Þ ê Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø è Ùí á â ç ë å á Ý Ø è å î â è á è Þ è � Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø è Ù í æ Ý â Ø è Ý Ø è å î à å ã è å Ý ç Ú� ë å ã å ç ô Ý é ç â ã å ç Ø Ù è Ø � ß â è é Ý õ û å é é å ã í Ø Ú å Ú � ß Ý Þ ç å ã é Þ é ë åâ û ç ß Ø ç ç â Ý Ø è å î ï Ø é ë Ù å è å ã â Ý Ø ü å á ç â ä æ Ý Ø è Ù Ú
? I 0 6 3 ; ¦ 0 G D 0 0 7 G I 0 ; 0 9 H . 9 / 3 7 2 0 . H 6 0 7 0 9 3 4 - ¬ 0 1£ E 2 4 3 E E - 2 3 4 - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7 - E 0 £ 0 7 / . 9 0 - / ; 9 0 E E - £ 0D I 0 7 D 0 ® 7 . D G I 3 G - 7 2 9 0 3 E - 7 6 G I 0 1 0 6 9 0 0 . H G I 0- 7 G 0 9 ; . 4 3 G - 7 6 H : 7 2 G - . 7 - E . H 4 - G G 4 0 ¦ 0 7 0 ª G G . G I 0 ; 0 9 NH . 9 / 3 7 2 0 . H G I 0 - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7 § / ¨ © ? I - E - E 7 . G G I 02 3 E 0 D - G I 6 0 7 0 9 3 4 - ¬ 0 1 - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7 ©

� � � c b � þ � ¡ � þ � � �
5 7 . 9 1 0 9 G . G 0 E G H . 9 G I 0 ; 9 3 2 G - 2 3 4 £ 3 4 - 1 - G J . H G I 0G I 0 . 9 0 G - 2 3 4 ; 9 0 1 - 2 G - . 7 . H F - 6 © � < D 0 I 3 £ 0 9 . G 3 G 0 1 ª H N

G 0 0 7 G - / 0 E 3 7 . 9 - 6 - 7 3 4 Q O � � Q O � - / 3 6 0 ¦ J 3 7 3 7 6 4 0. H e �Ë � 9 3 1 - 3 7 E © T 0 I 3 £ 0 : E 0 1 G I 0 2 - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7/ 0 G I . 1 E ± 1 2 4 3 E E - 2 3 4 3 7 1 � 6 0 7 0 9 3 4 - ¬ 0 1 - 7 G 0 9 ; . 4 3 NG - . 7 / 0 G I . 1 E ² 3 7 3 4 J ¬ 0 1 - 7 F - 6 © � G . - / ; 4 0 / 0 7 G G I 09 . G 3 G - . 7 E © ? I 0 2 0 7 G 9 3 4 ; 3 9 G . H G I 0 9 0 E : 4 G - 7 6 - / 3 6 0 E- E E I . D 7 - 7 F - 6 E © . 3 7 1 1 H . 9 0 3 2 I - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7/ 0 G I . 1 © ? I 0 2 . 7 2 0 7 G 9 - 2 2 - 9 2 4 0 - / 3 6 0 - E 3 E - / ; 4 0¦ : G 0 
 2 - 0 7 G G 0 E G G . 3 7 3 4 J ¬ 0 G I 0 E 0 4 0 2 G - £ 0 H 9 0 ¢ : 0 7 2 J4 . E E 2 3 : E 0 1 ¦ J G I 0 1 - 9 0 9 0 7 G / 0 G I . 1 E ¥ G I 0 2 4 . E 0 9G . G I 0 2 0 7 G 0 9 < G I 0 I - 6 I 0 9 G I 0 H 9 0 ¢ : 0 7 2 - 0 E © T 0 . ¦ NE 0 9 £ 0 G I 3 G 6 0 7 0 9 3 4 - ¬ 0 1 E 3 / ; 4 - 7 6 - E 2 I 3 9 3 2 G 0 9 - ¬ 0 1 ¦ J3 E : ; 0 9 - . 9 ; 9 0 E 0 9 £ 3 G - . 7 . H I - 6 I H 9 0 ¢ : 0 7 2 - 0 E © ? I - E - E3 4 E . / 3 7 - H 0 E G . 7 K 0 7 3 � E - / 3 6 0 ± ¦ 0 G G 0 9 ; 9 0 E 0 9 £ 3 G - . 7. H 2 . 7 G . : 9 E < 0 E ; 0 2 - 3 4 4 J . 7 G I 0 I 3 G ² ©? I 0 9 0 E : 4 G E 3 9 0 E : / / 0 9 - ¬ 0 1 - 7 ? 3 ¦ 4 0 5 5 ¥ 7 . G 0G I 3 G < 0 E ; 0 2 - 3 4 4 J H . 9 K 0 7 3 < G I 0 C W V 9 0 E : 4 G E 6 - £ 0 3 7- / ; 0 9 H 0 2 G 3 2 2 . : 7 G . H G I 0 I - 6 I H 9 0 ¢ : 0 7 2 J ; 9 0 E 0 9 £ 3 NG - . 7 � � Ü � � � ��  � % ( # � " � ( % &  � ! & � ' ! ) % ( � ! " ! # � $ % � � % ( # � % $ ! &
C J 7 G I 0 E - E C W V ± 1 , ²H : 7 2 G - . 7 2 - 9 2 4 0 E K 0 7 3

4 - 7 0 3 9 E ; 4 - 7 0 3 © O � 2 © /= . 1 6 E . 7 / © 1 � 3 © . �� 0 J E O Q © P � 3 © 3 .C 2 I 3 : / O 1 © P � 3 © 2 /2 : ¦ - 2 E ; 4 - 7 0 � . © � � 3 © / /. ; G - / 3 4 2 : ¦ - 2 . � © 3 � 4 © P 4
� � � � �   � � � ¡ � �

T 0 I 3 £ 0 E I . D 7 G I 0 ¢ : 3 4 - G J - / ; 9 . £ 0 / 0 7 G ¦ 9 . : 6 I G¦ J 6 0 7 0 9 3 4 - ¬ 0 1 - 7 G 0 9 ; . 4 3 G - . 7 3 E 2 . / ; 3 9 0 1 G . G I 02 4 3 E E - 2 3 4 3 ; ; 9 . 3 2 I © T I 3 G - E 0 E ; 0 2 - 3 4 4 J - 7 G 0 9 0 E G - 7 6H 9 . / 3 ; 9 3 2 G - 2 3 4 ; . - 7 G . H £ - 0 D - E G I 3 G G I - E - / ; 9 . £ 0 N/ 0 7 G 2 3 7 ¦ 0 3 2 I - 0 £ 0 1 3 G 7 . 3 1 1 - G - . 7 3 4 2 . / ; : G 3 G - . 72 . E G © �
þ � þ � þ �   þ �� Û � � Ú � Ú � â ã à å ã � � Ú � Ú � å è õ Þ è � â è á � Ú � Ú � ã Þ � å Ý � � � Þ ä �æ â ã Ø ç Þ è Þ ê Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø è Ù ä å é ë Þ á ç ê Þ ã Ø ä â Ù å ã å ç â ä æ Ý Ø è Ù �  ¡ ¢ ¢ ¢ £ w x ¤ u ¥ ¦ § ¨ ¥ ¡ © x ª ¥ � « Þ Ý Ú + � æ æ Ú ¬ Û ­ ¬ ® � Û ® ¯ ¬ Ú� + � � Ú ° Ú � å õ ç � � � ô û Ø ß ß Þ è « Þ Ý ô é Ø Þ è Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø Þ è ê Þ ã á Ø Ù Ø é â ÝØ ä â Ù å æ ã Þ ß å ç ç Ø è Ù �   ¡ ¢ ¢ ¢ £ w x ¤ u ¥ s y ± ² u v ¥ ³ ´ µ § § y ¶ x ¤ ¨´ · ª ¤ x ¸ ¹ w ± y § u u ¥ � « Þ Ý Ú + ® � è Þ Ú º � æ æ Ú Û Û * ¬ ­ Û Û º » � Û ® ¯ Û Ú� ¬ � ¼ Ú ½ è ç å ã � � Ú � Ý á ã Þ ô û Ø � â è á ¼ Ú � á å è � � Ü � ç æ Ý Ø è å ç Ø Ù è â Ýæ ã Þ ß å ç ç Ø è Ù ì � â ã é � ¾ é ë å Þ ã õ �   ¡ ¢ ¢ ¢ £ w x ¤ u ¥ ´ · ª ¤ x ¸ ¹ w ± ¿y § u u ¥ � « Þ Ý Ú À Û � è Þ Ú + � æ æ Ú ¯ + Û ­ ¯ ¬ + � × å û ã ô â ã õ Û ® ® ¬ Ú� À � � Ú Ü Ý ô â è á ¼ Ú ½ è ç å ã � � Á ô â è é Ø é â é Ø « å × Þ ô ã Ø å ã â è â Ý õ ç Ø çÞ ê â æ æ ã Þ � Ø ä â é Ø Þ è é å ß ë è Ø Â ô å ç ì � â ã é � ¾ Ø è é å ã æ Þ Ý â é Þ ã ç â è áæ ã Þ Ã å ß é Þ ã ç �   ¡ ¢ ¢ ¢ £ w x ¤ u ¥ ´ · ª ¤ x ¸ ¹ w ± y § u u ¥ � Û ® ® ® � � Þâ æ æ å â ã Ú� * � � Ú Ü Ý ô â è á ¼ Ú ½ è ç å ã � � � æ æ ã Þ � Ø ä â é Ø Þ è å ã ã Þ ã ê Þ ã Â ô â ç Ø �Ø è é å ã æ Þ Ý â é Þ ã ç â è á í ä ô Ý é Ø � î ï â « å Ý å é å � æ â è ç Ø Þ è ç �   s µ µ ¸ ¥Ä ± © µ ² v ¥ Å x w © ± ¤ ¥ s ¤ x ¸ ¥ � « Þ Ý Ú º � è Þ Ú + � æ æ Ú + Û ® ­ + * Û �¼ â ã ß ë Û ® ® ® Ú� º � Æ Ú � Ú � â ã à â è á � Ú � Ú Æ ß ë Þ ï å è Ù å ã á é � � � ä â Ù å ç â ä æ Ý Ø è Ù �ã å ß Þ è ç é ã ô ß é Ø Þ è � â è á é ë å å Ç å ß é Þ ê ç â ä æ Ý å � ç ß å è å æ ë â ç Ø è Ù �  s µ µ ¸ ¥ È µ v ¥ � « Þ Ý Ú + Û � è Þ Ú Û É � æ æ Ú ¬ Û À + ­ ¬ Û * Û � Æ å æ é å ä û å ãÛ ® ¯ + Ú� É � � Ú Ü Ý ô � � Ú � ë Êå « å è â ü � â è á ¼ Ú ½ è ç å ã � � ¼ Ø è Ø ä ô ä ç ô æ æ Þ ã éØ è é å ã æ Þ Ý â é Þ ã ç ï Ø é ë Þ æ é Ø ä ô ä â æ æ ã Þ � Ø ä â é Ø Þ è æ ã Þ æ å ã é Ø å ç �  



. 9 - 6 - 7 3 4 - / 3 6 0

4 - 7 0 3 9 E ; 4 - 7 0 = . 1 6 E . 7 � E ¢ : 3 1 9 3 G - 2 ® 0 9 7 0 4 � 0 J � E 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4

C 2 I 3 : / � E 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4 2 : ¦ - 2 E ; 4 - 7 0 . ; G - / 3 4 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4
× Ø Ù Ú ¬ Ú � Þ é â é Ø Þ è å � æ å ã Ø ä å è é í Û * ã Þ é â é Ø Þ è ç Þ ê é ë å Þ ã Ø Ù Ø è â Ý Ø ä â Ù å û õ Ë ÌÍ Î ã â á Ø â è ç î ô ç Ø è Ù º á Ø Ç å ã å è é à å ã è å Ý ç ì é ë å � è Þ è �Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø è Ù   à å ã è å Ý ç ç ë Þ ï é ë å Ý å â ç é è Þ é Ø ß å â û Ý å â ã é Ø ê â ß é ç

Ø è ¹ w ± y ¥ ¡ ¤ v ¥ Ä ± ¤ Ï ¥ ¡ © x ª § ¹ w ± y § u u ¥ � � ë Ø ß â Ù Þ � � � � Ð ß é Þ û å ãÛ ® ® ¯ � « Þ Ý Ú � � � � æ æ Ú + À + ­ + À * Ú� ¯ � � Ú Æ ß ë â ô ä � � � ë å Þ ã õ â è á á å ç Ø Ù è Þ ê Ý Þ ß â Ý Ø è é å ã æ Þ Ý â é Þ ã ç �  Ä ± © µ ² v ¥ Ñ · u ¥ Ò w x µ ¶ ¥ ¡ © x ª § ¹ w ± y § u u ¥ � « Þ Ý Ú * * � è Þ Ú º � æ æ ÚÀ º À ­ À ¯ Û � Ó Þ « å ä û å ã Û ® ® ¬ Ú� ® � � Ú Ô Ú Õ Ú ¼ å Ø Ã å ã Ø è Ù � � Ú � Ú Ö ô Ø á å ã « å Ý á � â è á ¼ Ú � Ú � Ø å ã Ù å « å ã �� � ä â Ù å ã å ß Þ è ç é ã ô ß é Ø Þ è û õ ß Þ è « Þ Ý ô é Ø Þ è ï Ø é ë ç õ ä ä å é ã Ø ß â Ýæ Ø å ß å ï Ø ç å ö é ë � Þ ã á å ã æ Þ Ý õ è Þ ä Ø â Ý à å ã è å Ý ç �   ¡ ¢ ¢ ¢ £ w x ¤ u ¥¡ © x ª § ¹ w ± y § u u ¥ � « Þ Ý Ú ¯ � è Þ Ú + � æ æ Ú Û ® + ­ + » Û � × å û ã ô â ã õÛ ® ® ® Ú



. 9 - 6 - 7 3 4 - / 3 6 0

4 - 7 0 3 9 E ; 4 - 7 0 = . 1 6 E . 7 � E ¢ : 3 1 9 3 G - 2 ® 0 9 7 0 4 � 0 J � E 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4

C 2 I 3 : / � E 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4 2 : ¦ - 2 E ; 4 - 7 0 . ; G - / 3 4 2 : ¦ - 2 ® 0 9 7 0 4
× Ø Ù Ú À Ú � Þ é â é Ø Þ è å � æ å ã Ø ä å è é í Û * ã Þ é â é Ø Þ è ç Þ ê é ë å Þ ã Ø Ù Ø è â Ý Ø ä â Ù å û õ Ë ÌÍ Î ã â á Ø â è ç î ô ç Ø è Ù º á Ø Ç å ã å è é à å ã è å Ý ç ì é ë å � è Þ è �Ø è é å ã æ Þ Ý â é Ø è Ù   à å ã è å Ý ç ç ë Þ ï é ë å Ý å â ç é è Þ é Ø ß å â û Ý å â ã é Ø ê â ß é ç


