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� ��� ������� −X ′′(x) = λX(x) 
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X ′ − a0X = 0 at x = 0 ���

X ′ + alX = 0 at x = l. ���

��� �
� 	�������� a0 ��� al ���
�� �� 	��������� �� ������
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λ = β2 > 0.
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�
��� ��� ���
���� �! ��� $%& ��

X(x) = C cosβx+D sinβx.

'� ����

X ′(x)± aX(x) = (−βC ± aD) sinβx+ (βD ± aC) cosβx.

(��) ��� ��� ���� 
� ����

βD − a0C = 0,

���

(−βC + alD) sinβl + (βD + alC) cosβl = 0.

���� �� ������ �����) 
��� C� D 
� ��
��� $� 
� 	�� 
���� ���� ��� )����*
!��) [ −a0 β

−β sinβl + al cosβl al sinβl + β cosβl

] [
C
D

]
=

[
0
0

]
.
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�� �� ��� ���� �	� �
����
 ��
����� C = D = 0� �	� ��������� ���
�� ����

�� ��
� �	��	 ��

det

[ −a0 β
−β sinβl + al cosβl al sinβl + β cosβl

]
= 0.

�� �� 	���

(−a0al + β2) sinβl = β(a0 + al) cosβl.

�� �� ��� �	� �������
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 �	� ����������� ������ �� �	� �������

�������� y1(β) = tanβl ��� �	� 
������
 �������� y2(β) =
β(a0+al)
β2−a0al

�

���� �	�� �	� ���� �	�� cosβl = 0 ��� β2 = a0al ��

 ����
 �	�� �	� �
��	�

�� y1 ��� y2 �����
���� �� ������� ��� !���
� "�

#�� ���	�� �� �� �$���	 �	� �
��	� �� y1(β) ��� �	� 
������
 �������� y2(β)
�� ��������� �� β > 0 ��� �� ��� �	��
 ����
������� �������

%� �������� �������
�� ����& �	� �������������� �
�

Xn(x) = cosβnx+
a0
βn

sinβnx.

���� �� a0'( ��� al > 0� �� �����
 �	�� �	�� �
�& �� 
��� �� �	�� �
�

���	 ��������& !���
� " �
 ) �
��

� �	��� �	��

n2π
2

l2
< λn < (n+ 1)2

π2

l2
(n = 0, 1, 2, 3, · · · )

���

lim
n→∞λn =

n2π2

l2
.
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� �� y1 ��� y2 �	�� l = π, a0 = 1, al =
25
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	 y1 �
� y2 ���
 l = π, a0 = 1, al = 5�

������ �� �
� �����

 ����� a0 = al = 0� ��� ����
������ ��� ������� n2π2

l2 �

���� �� a0al < 0 �

���� ���� a0al < 0 �
� a0 + al > 0�
 
 ���� a0 + al > −a0all� ��� ����
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�� �� ��� 
����
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�
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 ��� �
������ (0, π
2l )� !
 ����� �� �
 ����
����� 0 < λ0 < ( π

2l )
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	 y1 �
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 l = 1
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� ����� �
 y1 ��� y2 �
�� l = 1
2 , a0 = 8, al = −2�

�������� 	
 ���� ����� ��� 	�
� a0al < 0� a0 + al > 0 ��
 a0 + al = −a0all�

���� 	
	
 a0al < 0 ��� a0 + al < 0� 	
� ���� �������� ���������� �� ��

(( π
2l )

2, (πl )
2)� 	
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� ����� �
 y1 ��� y2 �
�� l = 1
2 , a0 = 2, al = −4�

�������� 

 ���� ����� ��� 	�
� a0al < 0� a0 + al = 0�

���� 

 a0 < 0 ��� al < 0�
�� ���� a0 + al > −a0all� �
��� �� �� ���������� �� (0, (πl )
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� ����� �
 y1 ��� y2 �
�� l = π, a0 = −2, al = −4�

�� ���� a0 + al < −a0all� �
� ���� �������� ���������� �� �� (0, (πl )
2)� 	
�
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 y1 ��� y2 �
�� l = 1
2 , a0 = −2, al = −4�
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������ �� 	
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 y1 ��� y2 �
�� l = 3.3
4 , a0 = −4, al = −4�

�������� 	
 ���� ����� ��� 	�
� a0 < 0 � al < 0 ��
 a0 + al = −a0all�

� ���� �����	
���
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a0 + al = −a0all.

	
� �����
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X(x) = 1 + a0x.

� ���
��	� �����	
���


������� −λ = γ2 > 0� �
� ������� �������� �� �
� �������� ��� ��

X(x) = C cosh γx+D sinh γx.

	
�� �
�  ������! ���������� �"� ��� �#� ���� �� � �������� 
�� γ

tanh γl = − (a0 + al)γ

γ2 + a0al
.

$� �������� ���������� ����� �
� �����
�������� ���

X(x) = cosh γx+
a0
γ

sinh γx.

�� �� ��� ���%��� 
�� ������������� �
 ��� ����
� z1(γ) = tanh γl ��� z2(γ) =

− (a0+al)γ
γ2+a0al

�
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 a0&' ��� al > 0� z2 ����  � ���������  �� z1 ����  � ��������� ��
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�� �����
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���� �� a0al < 0�
���� ���� a0al < 0 ��� a0 + al > 0�
�� ���� a0+al < −a0all	 
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������ �� ��� ����� 
� z1 ��� z2 ���� l = 1
2 , a0 = 4, al = −2�

�� ���� a0 + al > −a0all	 
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������ ��� ��� ����� 
� z1 ��� z2 ���� l = 1
8 , a0 = 4, al = −2�

�	��
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 �� ���� ����� ��� 	�
� a0al < 0 � a0+ al > 0 ��
 a0+ al = −a0all�
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�� l = 1
2 , a0 = 2, al = −4�
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� a0al < 0� a0 + al = 0�

���� 

 a0 < 0 ��� al < 0�
�� ���� a0+al < −a0all � �
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�
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 z2 �� − a0+al

2
√
a0al
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 z1 �� ���������� �� 1 
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