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utt − c2uxx = 0 for 0 < x < l ���

u(0, t) = 0 = u(l, t) � �

��	� ���� ���	��� �����	����

u(x, 0) = φ(x) �!�

ut(x, 0) = ψ(x). �"�

# ��������� ��	
���� �� � ���
	��� � ��� ��� � � � 	�� ���

u(x, t) = X(x)T (t).

$�� ��
�	��� ��� ����� 
�

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t).

%� �� ���	� ��	� 	�� ���

− T ′′(t)
c2T (t)

= −X ′′(x)
X(x)

= λ.

&�	� 	��	

λ = −X ′′(x)
X(x)

�'�

�� ����������	 ��	� t( ���

λ = − T ′′(t)
c2T (t)

�)�

���� ��	 ������ �� x� *� λ �� � ����	��	�
$�
� �	 ���
��� 	� ����� 	�� ������ ����� %����

�������� ���� � ������ ����� 	����� ��
����� ���� �������� ����������

y′′(x) + by′(x) + cy(x) = 0, �+�

�



����� ��� 	
���	�������	 ������� r2+br+c = 0� �
� ������� �������� �������
�� �
� ���� �� ����� ���������

���� �� �
�� b2 − 4c > 0� �
��� ��� ��� ������	� ���� ����� r1� r2� �
�
������� �������� �� ��� ���� ��

y(x) = c1e
r1x + c2e

r2x.

����  � �
�� b2−4c < 0� �
��� ��� ��� 	�!���" 	��#����� ����� r1 = λ+μi�
r2 = λ− μi� �
� ������� �������� �� ��� ���� ��

y(x) = c1e
λx cosμx+ c2e

λx sinμx.

���� $� �
�� b2 − 4c = 0� �
��� �� ��� �������� ���� ���� r� �
��

y(x) = c1e
rx + c2xe

rx.

���� ��� �	
 ������� �� λ = 0� �� ���� ���� ���� � ����

X(x) = c1 + c2x.

��� X(0) = X(l) = 0 ������ ��� c1 = c2 = 0� �� ��� ����� �� � ������
��������

�� λ = −β2 < 0� �� ���� ���� ���� � ����

X(x) = c1e
βx + c2e

−βx.

�������� X(0) = X(l) = 0 �� ����� �� c1 = c2 = 0 ����� �� ��� � ������
��������

�� �� ������ λ = β2 > 0 �� ���� ���� ���� �

X(x) = C cosβx+D sinβx

T (t) = A cosβct+B sinβct.

 �� �����! ���" �� �� ��"��� ��� #���!��� ���!����� $�% �� ��� ��"�����!
��������

u(0, t) = X(0)T (t) = 0

u(l, t) = X(l)T (t) = 0.

�� �� ����

X(0) = C = 0

X(l) = D sinβl = 0.

�� C = D = 0� ���� �� � ������ ������� ����� �� ��� ��� ���������!� �� ��
���� ���� β = nπ

l �
 ��� �� λn = (

nπ
l )

2� Xn(x) = sin
nπx
l �

�



�� �� ���� ��	
 ������	�

un(x, t) = (An cos
nπct

l
+Bn sin

nπct

l
) sin

nπx

l

����� An �	� Bn ��� ��������
 ��	���	�� ������ ��	 �� �������	�� �
 φ �	�
ψ��

��� �� �� ������	� �� ����	 � ������	 �� ��� �	� ���

u(x, t) =
∑
n

(An cos
nπct

l
+Bn sin

nπct

l
) sin

nπx

l
. ���

�� ������ ��� ���� ������ ��� �	� ��� �� ��� �� !������ ����

φ(x) =
∑
n

An sin
nπx

l

�	�

ψ(x) =
∑
n

nπc

l
Bn sin

nπx

l
.
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"� ��� ���	� �� ������ ��� �� ��� ��� #$% ������� �� &�� � ��	����� ���
��	���	� ���'���	� ����	� ��	��� #$%

y′′(t) + py′(t) + qy(t) = 0 �(�

����� �� �	 �)����	�� �	� 	�*�	��� ������� �� �� +�����,&�	������

������� �� �������� 	
� ���	��� ���� �������

y′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)y = g(t) a ≤ t ≤ b

y(t0) = y0 ��-�

y′(t0) = ỹ0.

�� 	
� ����	���� p� q ��� g ��� ���	������ �� 	
� ��	���� [a, b] �
��
 ����

	������ 	
� ����	 t0� �
�� 	
��� ����	� � ������ ����	��� y(t) 	� 	
� ���	��� ����

��������

���� ������� ����	��� � ����� ��� ������	� �� ��� �*����	 �(�� "� ����	
�� .	� ��� ������	 ���� ���� ���!�� �)��!����

	
����� y(t) = C sin t �� � ������	 �� ��� �*����	 y′′(t)+y(t) = 0� /��� ���
������	 y(t) = C sin t �� 0	�� ���� �� �� ��!��� �	����� �� ��	���
 ��	�����	�
�	 ��1���	� !��	�� ����� ��
 ���� 	� 	�*�	���� /�� �	���	�� ��� �	
 C ���
������	� y(t) = C sin t ���� ������
 ��� �������	� ��	�����	 �2 y(0) = 0 �	�
y′(π2 ) = 03 �� ��	�����	 �2 y(0) = 0 �	� y(π) = 0�

�



�������� ��� y(t) = Cet �� � ���	
��� 
� 
�� �	�
��� y′′(t)− y(t) = 0�

�� �� ��� �	��� ���	
���� 
� 
�� �	�
��� ��� ���� �� �� 
�� ���� y(t) = ert�
���� 
�� �	�
��� ��� �� ����

r2ert + prert + qert = 0.

��	� �� ���� ����� 
�� �������������� �	
����� r2 + pr + q = 0 �� �	�
���
����

���� �� p2 − 4q > 0 �� ���� 
�� ���
��!
 ���� ���
� r1 =
−p+

√
p2−4q
2  

r2 =
−p−

√
p2−4q
2 � ���� �� ��
 
�� ���	
����

X1(t) = er1t

���

X2(t) = er2t.

����� "� 
��� !��� 
�� ������� ���	
��� 
� ��� �	�
 �� �� 
�� ����

y(t) = c1X1(t) + c2X2(t) = c1e
r1t + c2e

r2t.

������ "� ����� 
� #���� 
��� !���� �� ���� 
� ��
���	!� 
�� $����%��� ���!�
�� ��&���

W (t) = X1(t)X
′
2(t)−X2(t)X

′
1(t).

"� W (t) �= 0 �� ��� 
��
 X1��� X2 ��� �������� ����������� ���	
���� 
�

�� �	�
��� ���� "� #��
�!	����� W (t0) �= 0� '�� �����
��� �� 
��
 �	##��� 
��
���	
��� �� �� 
�� ���� �� y(t) = c1X1(t)+c2X2(t) �� !�� 	��	��� ��
������ 
��
!���
��
 c1 ��� c2 ���� 
�� ���
��� ���	� !����
���� y(t0) = y0 ��� y′(t0) = ỹ0�
�� �� ���� ���� 
�� #�����
��! ���������

'�� ��#��
��
 #��#��
� �� 
�� $����%��� �� 
��


W ′(t) = [X1(t)X
′
2(t)−X2(t)X

′
1(t)]

′

= X ′
1(t)X

′
2(t) +X1(t)X

′′
2 (t)−X ′

2(t)X
′
1(t)−X2(t)X

′′
1 (t)

= X1(t)X
′′
2 (t)−X2(t)X

′′
1 (t)

from ��� = X1(t)[−pX ′
1(t)− qX1(t)]−X2(t)[−pX ′

2(t)− qX2(t)]

= −p[X1(t)X
′
1(t)−X2(t)X

′
1(t)]

= −pW (t). ����

���� 
��� �� !�� #���� 	��	��� �� �	�
��� ��� ��
� ����� ���
��� !����
����
y(t0) = y0 ��� y′(t0) = ỹ0� �	##��� 
��
 y(t) ��� ỹ(t) ��� 
�� ���	
���� ��
����

�� ���
��� ���	� #������ ��(� 
���

W (t0) = y(t0)ỹ
′(t0)− y′(t0)ỹ(t0) = y0ỹ0 − ỹ0y0 = 0.

)



�� ���� ��� �	
���� ���� ��� W � �� ���� W (t) ≡ 0� ����� ���� y(t) =
cỹ(t) ��� ���� ��� ���� ������ ������� y(t0) = y0 = ỹ(t0) �� ���� y(t) ≡ ỹ(t)�
���� ����� ������ ����� �� ��� 
�	
���� �� ������� ��

������� ��� 
�	
���� �� ��� ����� �������� ���
���� X1 �� X2�
�� ���� ������ ��� ������ ���
��� ��  	
���� �!� �
�� �� � ��� ���� ��

y(t) = c1X1(t) + c2X2(t).

���� "� p2 − 4q = 0� ����� �� �� �������� ���� ���� r = −p
2 � �� ��

�������� ���
��� X1(t) = ert� �� #� ������ �������� ���
��� X2(t)
����  	
���� ����� $���  	
���� ����� �� ����

W (t) = e
∫ −pdt = e

∫
2rdt.

% ��� ����� ��� �& ��� ��#����

W (t) = X1(t)X
′
2(t)−X2(t)X

′
1(t).

'�� X1(t) = ert� �� ����

ertX ′
2(t)− rertX2(t) = e2rt.

������ ���� #��� ����� ����� ���������
� %( � �� ��� ��� ����� ���)
����� ���
���

X2(t) = tert.

*& � ������� ����� �� ������� ��� ������ ���
��� ��  	
���� �!� ��

y(t) = c1e
rt + c2te

rt.

���� �� p2 − 4q < 0� ����� ��� ��� ������+ ��,
���� ����� r1 = λ + μi�
r2 = λ− μi� �� ��� �
������� ���
���� ��& �� � ��� ����

X̃1(t) = eλt+μti = eλt(cosμt+ i sinμt)

��

X̃2(t) = eλt−μti = eλt(cosμt− i sinμt).

�� � ��� ���� ���� ��� �
������� ���
��� ��& ��

X1(t) = eλt cosμt

��

X2(t) = eλt sinμt.

�� �� ����- ��� ����-�� W = μe2λt �� �.���� �� X1 �� X2 ���
�������� ���
�����

*& � ������� ����� �� ������� ��� ������ ���
��� ��  	
���� �!� � ����
���� ��

y(t) = c1e
λt cosμt+ c2e

λt sinμt.
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