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Résumé. Soit (X,T) un systtme dynamique. La récurrence d’un point x relative 4 une
fonction @ : X — R? est décrite par la limite des moyennes ergodiques
n! Z"“l ®(TYz). Nous nous intéressons & mesurer la taille de I'ensemble des
points avec une recurrence prescrite. Les dimensions de tels ensembles sont calculées
dans le cas de systtme symbolique. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Muliifractal analysis of the recurrence on a symbolic space

Abstract. Let (X,T) be a dynamical system. The recurrence of a point x related to a
function @ : X — R? is described by the limit of ergodic means n -t Z (T x).
We are interested in estimating the size of the set of points with a prescrlbed recurrence.
The dimensions of such sets are computed in the case of symbolic spaces. © Académie
des Sciences/Elsevier, Paris

1. Probleme

Voici notre probleme. Soient T : X — X un systtme dynamique et ¢ : X — R une application.
Considérons la limite suivante, si elle existe :

os{r) = lim Z@(T&:

n-—00 n

que I’on appelle la récurrence de x relative a ®. Quel est ’ensemble Lg des limites possibles ?
Pour a € Lg, quelle est la taille (décrite par la dimension de Hausdorff, par exemple) de I’ensemble

Es(a)={z € X :00(z) = a}?
Note présentée par Jean-Pierre Kanane.
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Prenons ® = (14,,...,14,) od 14 désigne I’indicatrice d’un ensemble A. Alors les composantes
du vecteur g4 (x) sont les temps de retour respectifs de z dans les ensembles Ay, ..., A,

A notre connaissance, ce probléme général a été peu traité. Seules ont été examinées certaines
situations particulieres ([1], [8], [2], [3], [4]). Le probléme peut étre qualifié de multifractal. Mais
il est de nature un peu différente de ce que I’on entend souvent par multifractal, & savoir ’analyse
multifractale de mesures. De telles analyses sur les mesures sont au contraire abondantes. Nous
ne citons que quelques références classiques (voir [12], [7], [5], [6]). Une autre sorte d’analyse
multifractale portant sur les fonctions se trouve dans [11].

Dans cette Note, nous présentons quelques résultats obtenus dans le cas de systeéme symbolique.
C’est un premier pas dans cette direction de recherche.

2. Notations

Soit X = {0,1}" muni de I'ultramétrique usuelle et soit T’ le décalage (a gauche) sur X. Le
n-cylindre I(g1,...g,) est 'ensemble des points z = (z;) € X tels que z; = ¢; (1 < j < n). Les
dimensions de Hausdorff et de Packing d’un ensemble A X seront notées respectivement dimpy A
et dimp A.

Pour & € R% n > 1 et ¢ > 0, désignons par f(a,n,c) le nombre de n-cylindres contenant au
moins un point z tel que

1 n—1
= Z(I)(T]x) —oa| <e.
n 4
7=0
Définissons alors la fonction Ag : Le — [0,1] par:
1
Aa(e) =l timjnt L2

Soit Aj I’ensemble des probabilités p définies sur {0,1}* telles que
p(l‘la ey L1, 0) +P($la ooy TR—1, 1) = p(05$1‘ v 7$k_1) + p(laxla BRI 7$k—1)-

Définissons ’entropie d’une telle mesure p par

p(zy,..., %)
H(p)=- Zy,...,xx) 1o ,
(p) Z p( 1 k) g2p($1,...,117k_1,0)+p(.’171,...,£l)k_1,1)

T1yeyTh
o log, z = i%g—;-. Définissons aussi 1’application ¢ : A — R par :
e(p) = Z p(z1,...,x6)®(x1,. .., Tk).

L1, Th

3. Résultats

THEOREME 1. — Supposons que ® : {0,1}N — R est une application continue. Alors :
(1) Ly est un compact convexe non vide;
(2) pour tout o € Lg,

dimH Eq>(0£) = dlInP Eq;.(a) = Aq;.(a).

THEOREME 2. — Supposons que & : {0,1} — R est une application ne dépendant que des k
premiéres coordonnées de x. On a :

(1) Le = ¢(Ay);
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(2) pour tout o € Lg,

Ag(a) = max  H(p).
PpEAL p(p)=a
THEOREME 3. — Supposons que ®(z) = (z1,21%2,...,21T2-- x). On a :
(1) Ly est ’ensemble des points a = (a1, ..., ar) telsque 1 > a1 > ag > - > ay et que la suite

{aj}fzo (avec ap = 1) soit convexe, i.e. a; — 20441 + 42 > 0 (V0 < i < k—2);
(2) pour tout a € Ly, Ao(t) s’exprime comme
k=2
2h(ag—1 — ag) + h(ok) — h(ag—1) — h(1 — o) + Z h(a; — 20541 + ajq2),
7=0
ot h(z) = —zlog,z.

Voici un corollaire du théoréme 3. Soit ¥(z) = z1x2---x¢. Pourtout 0 < 3 < 1, 0on a
dimyg Fy(8) = dimp E¢(8) = sup A(ey,...,ar-1,8),
ol Ag est la fonction précisée dans le théoréme 3 et le sup est pris sur la section de A, définie par
Dy g ={(01,...,06-1) : (Q1,...,a5-1,8) € Ap}.

A. Bisbas et al. ont obtenu une autre formule en utilisant une méthode différente (voir [3], [4]).
Une conséquence directe du théoréme 2 donne le résultat obtenu par P. Billinsley dans le cas
®(z) = (1 — 21)(1 = z2), (1 — &1)22,21(1 — T2), £1%2) (voir [2]). Méme dans ces cas particuliers,
nos résultats sur le bord de Ls sont nouveaux.

Les résultats que I'on vient de présenter se généralisent aux cas de sous-décalage de type fini
sur un alphabet fini. Nous espérons que le théoréme 2 s’étend aun cas ot ® est seulement continue
ou holdérienne.

4. Idées de démonstrations

Les preuves des trois théorémes sont indépendantes. D’ailleurs, les formules exprimant la dimension
sont en apparence différentes.

Pour majorer la dimension, nous utilisons un 2~"-recouvrement naturel pour I’ensemble en question
Eg(a). 11 s’agit de la famille de n-cylindres intervenant dans la définition de f(n, a, €) (voir section 2).

L’essentiel est la minoration pour laquelle deux méthodes sont utilisées. Pour les théorémes 1 et 3,
on construit un sous-ensemble de Ey () ayant une structure d’ensemble homogéne de Moran dont
la dimension se calcule [10]. Tandis que pour le théoréme 2, on construit sur Eg(a) une mesure de
Gibbs, d’une fagon plus directe et plus concréte que d’habitude, dont la dimension se calcule aussi
(voir [9] pour la notion de dimension de mesure).

Cette construction de mesure de Gibbs est la clé de la preuve. Elle pourrait étre utilisée dans d’autres
situations. Nous la présentons ici. Soit p € A tel que p(-) > 0. Définissons, pour n > 1,

gy, .. a,) = Z P(@1,. ., s gty .- -5 Ek) (sin<k),

Endly-Ek
n—k+1

gn(ar,...,a,) = plas,...,az) H taj,....q54k-1) (sin>k),
j=2

p(e1, ... E8)
p(Ela ce 7€k—170) +p(61» ceesEk—1, l) '

t(er, .- Ex) =
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Il est facile de vérifier que

Z Gn+1(Q1, . -3 8nyEnt1) = (a1, ..., 0,) = an+1(el,a1, ey Qn).
€1

Ent1

D’apres un théoréme de Kolmogorov, il existe une unique mesure T-invariante u, telle

pp(I(er, ... 60)) = gnler, ..., €n)

et en particulier u,(I(e1,...,€ex)) = p(e1,...,ex). C’est en fait la mesure de Gibbs dont la fonction
d’énergie est ¢(z) = logt(xy,z2,...,Zx).
Observons que H(p) dans le théoréme 2 n’est autre que I’entropie de la mesure de Gibbs .
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